THEORETICA CHIMICA ACTA
Theoret. Chim. Acta (Berl.) 52, 189-208 (1979) © by Springer-Verlag 1979

Symmetrie und analytische Struktur der Additionstheoreme
raumlicher Funktionen und der Mehrzentren-Molekiilintegrale
iiber beliebige Atomfunktionen*

E. Otto Steinborn und Eckhard Filter

Institut fiir Chemie der Universitidt Regensburg, D-8400 Regensburg,
Bundesrepublik Deutschland

Symmetry and Analytical Structure of Addition Theorems of Spatial Functions and
of Multi-Center Integrals of Arbitrary Atomic Functions

Three-dimensional functions f(r) = g(r)- YT(8, ¢), which transform like an
irreducible tensor, are transformed simultaneously under rotations and
translations. The relationships governing the transformation reveal some
general properties. If the addition theorem of a function f(r) can be represented
by a one-center expansion in terms of surface spherical harmonics Y7, each
expansion coefficient is given by a Clebsch-Gordan coefficient and a radial
function.

Because of these properties, addition theorems are especially helpful for the
simplification and evaluation of quantum-mechanical matrix elements and
multi-center energy integrals in molecular LCAO calculations. The application
of addition theorems has two major advantages: First, because addition theo-
rems are equivalent to translation formulas, the number of centers of an integra!
can be reduced by translation of orbitals and operators. Second, due to the
typical analytical structure of the series expansion representing the addition
theorem, the dimensionality of a molecular integral can be reduced, because the
integration over the angular variables can be executed. Then, a molecular
multi-center integral is represented by a series of one-center integrals over
functions of the radial variable only.

Key words: Addition theorems of spatial functions—One-center expansions in

terms of spherical harmonics—Slater-type orbitals — Multi-center integrals,
series expansions of ~

1. Einleitung

Die Untersuchung der Anderung oder Invarianz bestimmter funktionaler Abhingig-
keiten rdumlicher Funktionen unter Transformationen, die auf Rotationen und
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Translationen von Koordinatensystemen beruhen, erlaubt SchluBfolgerungen iiber
GesetzmiBigkeiten, die insbesondere fiir Molekiilrechnungen wesentlich sind, da
zum Beispiel Atomorbitale durch bestimmte Klassen rdumlither Funktionen
dargestellt werden. Als raumliche Funktion bezeichnen wir dabei eine Funktion,
die von einem Orstsvektor abhingt, also auf dem dreidimensionalen Raum R®
definiert ist. Eine beliebige raumliche Funktion ist in der Regel entwickelbar nach
Funktionen, bei denen die Winkelabhidngigkeit in Form einer Kugelflichenfunktion
gegeben ist. Wir betrachten deshalb zunédchst nur solche rdumliche Funktionen, die
sich wie ein irreduzibler Tensor transformieren, d.h. die darstellbar sind als
Produkt einer nur vom Betrage des Ortsvektors abhingigen Funktion und einer nur
von der Richtung des Ortsvektors abhangigen Kugelflichenfunktion.

In dieser Arbeit untersuchen wir einige allgemeine Eigenschaften der Additions-
theoreme solcher rdumlichen Funktionen. Das Additionstheorem einer bestimmten
raumlichen Funktion gibt an, wie diese Funktion, wenn sie von der Summe oder
Differenz zweier Vektoren abhiingt, durch andere bekannte Funktionen dargestellt
werden kann, die nur von jeweils einem der Vektoren abhidngen. Die mathematische
Formel fiir das Additionstheorem einer rdumlichen Funktion ist im allgemeinen
gegeben durch die Darstellung dieser auf ein bestimmtes Zentrum bezogenen
Funktion als Entwicklung nach Funktionen, die in Bezug auf ein neues Zentrum
definiert sind. Ist die Winkelabhingigkeit auch dieser Funktionen in Form von
Kugelflichenfunktionen separierbar, so hat—wie wir zeigen werden —die zugehdrige
Reihenentwicklung eine ganz charakteristische analytische Struktur. Diese
Tatsache kann bei bestimmten Untersuchungen nutzbringend verwendet werden.

Mit Hilfe der gewonnenen Aussagen iiber die Struktur der Additionstheoreme
rdumlicher Funktionen geben wir einen systematischen Weg an, Mehrzentren-
Molekiilintegrale iiber beliebige, insbesondere exponentialartige Basisfunktionen
auf Reihen von Einzentrum-Integralen zu reduzieren, die einer analytischen
Auswertung sehr viel leichter zuginglich sind als die urspriinglichen Mehrzentren-
Integrale.

2. Additionstheoreme und Einzentrum-Entwicklungen

Fiir eine von einem Ortsvektor » = r; + r, abhingige (d.h. rdumliche) Funktion f
gilt ein Additionstheorem, wenn sich explizit eine Darstellung

fles +r) = Z Z A, Uxr)Vu(re) 2D

angeben 14Bt, in der die Variablen r, und r, getrennt sind. Nur fiir wenige Funktions-
klassen ist solch ein Additionstheorem bekannt. In diesem Falle lassen sich die
Entwicklungskoeffizienten 4,, bei bekannten Funktionen U, and ¥V, angeben. Fiir
praktische Zwecke ist es vorteilhaft, wenn eine weitere Entwicklung nach Kugel-
flichenfunktionen moglich ist gemiB

Unry) = Z Un(r) Y1(8y, ¢1), 2.2)
i,m

entsprechend fiir V,(ry).
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Fiir eine Funktion f(r — R) stellt Gl. (2.1) eine Einzentrum-Entwicklung dar, die es
erlaubt, eine an einem Ursprung O’ definierte Funktion f(r') mit ¥ = — R
darzustellen durch eine Entwicklung nach Funktionen U und V, die an einem
anderen Zentrum O definiert sind. Dazu ist es lediglich erforderlich, in Gl. (2.1)
mit r; = r und r, = —R den Vektoren folgende geometrische Bedeutung zuzu-
ordnen (Abb. 1): Der feste Abstandsvektor R verbindet die Zentren O und O’, der
Ortsvektor » weist von O nach P, der Ortsvektor ' weist von O’ zum selben Auf-
punkt P.

Abb. 1. Atomare Koordinatensysteme

In dieser Interpretation stellt die Entwicklung Gl. (2.1) auch eine Formel dar fiir die
Verschiebung eines Feldes, das durch die Funktion f beschrieben wird. Ein Beispiel
dafiir ist die bekannte (Einzentrum-)Laplace-Entwicklung des Coulombpotentials
|[r — R|~': Das Potential 1/r' einer um R aus O verschobenen Punktladung wird
dargestellt durch die Potentiale der Multipole im Ursprung O.

Ahnlich wie in der Ligandenfeldtheorie [1, 2] die U ntersuchung der geometrischen
Symmetrie eines Feldes Riickschliisse auf die Darstellungen der zugehdrigen
mathematischen Entwicklungen—etwa des Potentials—erlaubt, lassen sich durch
Untersuchungen des Transformationsverhaltens riaumlicher Funktionen unter
Drehungen wie unter Translationen prinzipielle Aussagen iiber die mathematische
Struktur ihrer Additionstheoreme gewinnen. Diese Struktur ist eine analytische
Konsequenz des geometrischen Symmetrieverhaltens der in das Additionstheorem
eingehenden, verschieden zentrierten Funktionen.

Wir untersuchen im folgenden die Form der durch Gin. (2.1,2) gegebenen Darstel-
lung einer rdumlichen Funktion, wie sie aus deren Transformationsverhalten unter
Drehungen und Verschiebungen zu schlieBen ist. Wihrend in der Ligandenfeld-
theorie zunichst der Ubergang von héherer zu niederer Symmetrie die Betrach-
tungsweise bestimmt, ist hier der Umstand wichtig, daB die betrachteten Funktionen
an verschiedenen Orten zentriert sind.
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Oft ist es fiir praktische Anwendungen bereits hinreichend, eine Reihenentwicklung
folgender Gestalt zu finden
fr—R) = > > frma(r, R)Y7(Q) YT(Qp), 2.3)
i1ly mamg
bei der die Winkelvariablen vollstdndig separiert sind, wiahrend iiber die Separation
von r und R zunichst nichts ausgesagt ist (siche Anhang 1). Die Frage, welche
Bedingungen an f zu stellen sind, damit die Existenz einer solchen Reihe gesichert

ist, sowie Methoden zu ihrer Auffindung wurden von uns an anderer Stelle unter-
sucht [3-5].

Fiir die Untersuchung quantentheoretischer Mehrzentrenmatrixelemente ist die
Kenntnis einer Entwicklung nach Gln. (2.17,2) bzw. Gl. (2.3) fiir die als Integranden
auftretenden Orbitale und Operatoren von groBem Nutzen; sie erlaubt es, die
Integrationsvariablen zu separieren. Insbesondere wird die Entwicklung nach Kugel-
flichenfunktionen vorteilhaft sein, da dann die Orthogonalititsrelationen der
Kugelflichenfunktionen ausgenutzt werden kénnen. Dies erfordert natiirlich die
Verwendung von Kugelkoordinaten r, 6, ¢. Polarwinkel 8 und Azimut ¢ werden
auch als Raumrichtung Q zusammengefalt.

3. Die Entwicklungskoeffizienten der Additionstheoreme

Wir betrachten das Translationsproblem fiir Funktionen, die in Kugelkoordinaten
beziiglich eines geeignet gewihlten Koordinatensystems durch die Form g(r) Y7(Q)
dargestellt werden kénnen. Zum einen sind solche Funktionen als Atomorbitale
sehr gut geeignet, um durch Linearkombination Molekiilorbitale zu konstruieren,
zum anderen bilden die Y7 ein vollstindiges Orthogonalsystem, wodurch die
Mobglichkeit besteht, andere Funktionen, die die Winkelabhingigkeit in komplizier-
terer Form enthalten, nach Funktionen dieses Typs zu entwickeln. Funktionen, fiir
die eine Darstellung der oben genannten Art moglich ist, transformieren sich
folglich unter Drehung wie ein irreduzibler Tensor /-ter Stufe, da der Radialanteil
g(r) unter Drehungen invariant ist.

Die Additionstheoreme solcher Funktionen haben zwei wichtige Eigenschaften
(I, II), wie wir im folgenden zeigen werden. Die eine Eigenschaft (I) bezieht sich auf
die Winkelabhingigkeit der zugehdrigen Reihenentwicklung, die andere Eigen-
schaft (IT) bezieht sich auf die Radialabhédngigkeit.

() Existiert fiir eine Funktion der Form g(r) YM(Q) ein Additionstheorem, darge-

stellt durch eine Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen, so muf diese Reihe
die Form haben

g(lr, + ) Y?(erwz) = Z Z glLllz(rh r2)Cl”1‘};'}‘2M- Yﬁl(er) Y;ZZ(Qrz)- (3.1
l1la mymg

Wesentlich hierbei ist das Auftreten des Clebsch-Gordan-Koeffizienten (CGC)
CpimeM, denn die Auswahlregeln dieses Koeffizienten besagen, daB zu bestimmten
l;, m; nur solche Terme der Reihe Gl. (3.1) nicht verschwinden, fiir die gilt:

W —L<L<L+L my, =M — my, I; + I, + L = gerade. (3.2)
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Die Bedingung Gl. (3.2) bedeutet, daBl in Gl. (3.1) die Summe iiber /; abbricht und
die Summe iiber m, auf einen einzigen Term reduziert wird. Die Reihenentwicklung
Gl. (3.2) kann also hochstens eine unendliche Summation enthalten, denn das
Tensorprodukt

> CmmeMyr(Q,) YTx(Q,) (3.3)

MMy
My +mg=M)

liefert fiir jede Ordnung /;, /; gerade einen irreduziblen Tensor der Stufe L.

Die Aussage (I) bedeutet: Jeder einzelne Term der unendlichen Reihe transformiert
sich unter Drehungen mit derselben Drehmatrix wie die vollstdndige Funktion, die
durch die gesamte Reihe dargestellt wird. Der Operator der Drehung ist deshalb
mit dem Summenzeichen der Reihe vertauschbar. Fiir numerische Anwendungen
ist dies insofern wichtig, als bei jedem Abbruch der Reihe das richtige Symmetrie-
verhalten gewéhrleistet bleibt (vgl. Abschnitt 4).

Zum Beweise von (I) bzw. Gl. (3.1) gehen wir davon aus, daB nach Voraussetzung
eine Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen mdglich ist, d.h. eine Entwicklung
der Form

glry + r)Y¥ Qi) = D > ATM(ry, 1) YIU(Q)) YT2(Q,). (3.4)

lilg mimg

Inversion von (r; + ry) fithrt wegen Y™(Q_,) = (= 1D)'YHQ,) auf (—-1)* =
(—1)1*!2, 50 daB gilt /; + I, + L = gerade.
Unter Drehungen miissen sich linke und rechte Seite von Gl. (3.4) gleich trans-
formieren. Wir machen eine simultane Drehung der Koordinatensysteme, in denen
r1, ¥ SOWie r; + r, definiert sind, beschrieben durch einen Satz Eulerwinkel w =
(=, B, y). Dies entspricht einer entgegengesetzten Drehung der Vektoren selbst.
Da sich alle Kugelflichenfunktionen wie irreduzible sphirische Tensoren trans-
formieren, folgt, wenn wir mit ri, r3, (r; + r,)" die gedrehten Vektoren bezeichnen,

g(ry + r ) YH(Q )
= > D@u(wg(r, + ra) Y2(Q,10,)
2
=2 2 2 Didu(@) AT (ri, 1) YEHQ) YT,

M Lilg mymy

=2 > > AnEM(ry,ry) D, (@)D (@) YTHQ,) YIXQ,).  (3.5)

i1ly mymg mymy

Der Vergleich von GI. (3.4) und Gl. (3.5) zeigt, dall wegen der Eindeutigkeit einer
Entwicklung nach Kugelfiichenfunktionen gelten muf}

Z D%?M(W)Az%:},é M(re, rs)
&

=> DL (00) DG () ATAT2 (1, 75)

mymg

_ mimgM’ mimeM DD, L mymgM

= z chllzi Czl%zjz Dm1+mz.M1+Mz(‘*’)Azﬁ2L2 (ry; ro). (3.6)
mimg 7

Hierbei wurde die Kopplungsregel fiir die Kreiselfunktionen verwendet [6].
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Beide Seiten von Gl. (3.6) stellen eine Funktion der Eulerwinkel (e, B, y) = w dar,
die durch eine Entwicklung nach Kreiselfunktionen gegeben ist. Da die Kreisel-
funktionen ein vollstindiges Orthogonalsystem iiber dem Raum der Eulerwinkel
darstellen, ist diese Entwicklung eindeutig. Also miissen die Koeffizienten paarweise
gleich sein, und linke und rechte Seite von Gl. (3.6) diirfen nur Kreiselfunktionen
der gleichen Ordnung enthalten. Damit verbleibt von der Summe iiber j nur der
Term j = L. Weiterhin folgt:

M = m; + ms, M=m + m, (3.7a,b)
D CmmaMAmIEM(ry ry) = 8, ATIEM (ry, 1) | CimEM (3.7¢)
(mlnllr’nr:iM)
Nun ist die linke Seite der letzten Gleichung von m, m; unabhingig, also muf3

auch die rechte Seite unabhingig davon sein. Folglich muf3 A73m*" folgendermafen
in ein Produkt zerlegbar sein:

A;';IZ;HI?M = Cl";%:l?M 'glLllz(rla r2), g.e.d. (3.8)
Setzt man dies zur Probe wieder in Gl. (3.7) ein, so sieht man, daB Gl. (3.7) erfiillt

ist, denn es gilt mit Hilfe der Orthogonalititsrelationen fiir Clebsch-Gordan-
Koeffizienten mit m; + my, = M,

Z CrameMCramaMel, (11, 19) = 8,180, (r1, 12)- (3.9
myp, Mg
Rein formal kann auch die Fouriertransformationsmethode [7] zum Beweis von
(I) bzw. GI. (3.1) verwendet werden (vgl. Anhang 2). Dabei ist aber die Ursache

fiir das Auftreten des Clebsch-Gordan-Koeffizienten, nimlich die Transformations-
eigenschaften irreduzibler Tensoren unter Drehung, nicht ersichtlich.

Fiir skalare Funktionen, d.h. fiir L = 0, gilt

Crame® = (—1)2*"a(2ly + 1) 728,180, mps (3.10)
und es ergibt sich aus (I), wenn wir mit r;7, COS w = ¥y ¥y
Pfcos w) = [4n[Q2 + D] D Y(Q,) YD) (3.11)

ausnutzen, die folgende Aussage: Fiir ein skalares Feld hat das Additionstheorem
stets die Form

gllrs + ra) = D (= DHQI + D)f4n]2gki (1, r2)Pi(cos ). (3.12)

Die Reihenentwicklung nach Kugelfidchenfunktionen reduziert sich also in diesem
Fall auf eine Reihe nach Legendrepolynomen, wie es sein mul.

Bisher wurde die Winkelabhingigkeit der Funktionen studiert, die in die Reihenent-
wicklung eingehen, welche das Additionstheorem darstellt. Wir betrachten jetzt die
Radialabhingigkeit dieser Funktionen und zeigen, daB die auftretenden Radial-
funktionen die folgende Eigenschaft (IT) haben:

(I) Existiert fiir eine regulire rdumliche Funktion f(r) ein Additionstheorem der
Form

Sy +r5) = z Z (- l)lzfz';lll;%(rh ra) Y1(, ) Y 1<), (3.13)

Lilg mymg
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so gilt in der Umgebung von

ar,=0
Fuimeare, rs) = art + agrh ™t + agr it 4 - (3.14a)
b) ro =0
Ty, ro) = barg + borg2* + bgrya*? 4 -, (3.14b)
Dabei ist
a; = a(ry), b; = by(ry), i=12,--. (3.14¢)

Um dies zu zeigen, betrachten wir eine Funktion f(r), die in der Umgebung des
Ursprungs (r = 0) reguldr ist, d.h. in eine 3-dimensionale Taylorreihe entwickelt
werden kann:

S(r) = 0) + r(@flor)s + (1/2) 3, xx,(0%]ox; 0x,)g + -~ (3.15)

Wir gehen in jeder Ordnung der Reihe von den kartesischen Koordinaten x; zu
Kugelkoordinaten iiber, indem wir x;, x5, x3 durch die drei reguliren Kugel-
funktionen erster Ordnung r- Y71, #- Y, #- Y1 darstellen. Nachfolgende Aus-
reduktion der Produkte der Kugelflichenfunktionen liefert die Terme der /-ten
Ordnung in der Taylorentwicklung Gl. (3.15) in der Form:

oY@ + e V(@) + -+ + YO}, (3.16)
Durch anschliefende Umordnung nach aufsteigenden Y7 erhilt man
f) = 3 AN YHQ), (.17
i,m

wobei f; in der Umgebung von r = O die folgende Taylorreihendarstellung hat:
Hr) = CPF + CRFHL + -, (3.18)

Das bedeutet, dali die Potenzreihenentwicklung von £, keine Potenzen enthalten
kann, deren Ordnung kleiner als / ist. Daraus folgt sofort die Eigenschaft (II) der
Radialfunktion einer Reihenentwicklung, die ein Additionstheorem darstellt, d.h.
es gelten die Gln. (3.14a—c).

4. Zur Konvergenz der Einzentrum-Entwicklung fiir skalare Slater-Funktionen

Die Brauchbarkeit der Additionstheoreme rdumlicher Funktionen fiir numerische
Berechnungen héingt von der Konvergenzgeschwindigkeit ihrer Reihenentwicklung
ab. Wir haben bereits fiir eine Reihe von Funktionen Additionstheoreme in expli-
ziter Form gewonnen [5]. Von besonderem Interesse fiir Molekiilrechnungen ist das
Additionstheorem fiir Slaterfunktionen, das die Verschiebung der Slaterorbitale
(STO’s) und damit bestimmte rechnerische Vereinfachungen erlaubt. Wir wollen in
diesem Abschnitt als reprisentatives Beispiel die Konvergenz derjenigen Reihenent-
wicklung mit der durch (I) gegebenen Struktur numerisch untersuchen, die die
Verschiebung skalarer Slaterfunktionen vermittelt. Da sich herausstellt, daB die das
Additionstheorem reprisentierende Entwicklung, d.h. die Verschiebungsformel,
die wir analytisch ableiten konnten [5], von einfacher Struktur ist und gut konver-
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giert, stellt die Moglichkeit dieser Transformation des Slaterorbitals, insbesondere
fiir hohe Quantenzahlen, einen wesentlichen Fortschritt gegeniiber bisherigen
Versuchen dar, Entwicklungsformeln fiir Slaterfunktionen aufzustellen.

Wir betrachten hier der Einfachheit halber eine unnormierte Slaterfunktion
Br)"-te YT, $) 4.1)

mit n = 2,/ = 0, deren Ursprung O ist. Fiir das von O um R verschobene Slater-
orbital lautet die Reihenentwicklung [8] nach GL (3.1)

B-|r — R|-exp{—B|r — R|} = lim fi(8;7, R, cos w), 4.2
L w
wobei die Partialsummen f; gegeben sind durch

fu(B;r, R, cos w) = EL: @A + DEFR) Y2, -5 a(B; 7, R)PA(cOS w). 4.3)

f IB:r.R.cos w)

T T—
4

-4 ) 0 2

o]

Brcosw

Abb. 2. Partialsummen fo, fz, fa,. . ., fis des Additionstheorems eines an BR = 1,5 zentrierten
Slater-s-Orbitals
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Die Radialfunktion {, ,(8; r, R)istin Ref. [8] definiert. Wir betrachten die Approxi-
mation der Slaterfunktion in Abhéngigkeit von r, wenn r in die gleiche Richtung
(cos w = 1) bzw. in die entgegengesetzte Richtung (cos w = —1) fillt wie der
Kernpositionsvektor R, der die Lage des Ursprungs (Zentrums) der Slaterfunktion
definiert.

Die Partialsummen flir L = 0, 2, 4,. . ., 18s ind aufgetragen als Funktionen von SR
fiir BR = 1,5 (Abb. 2) und fiir BR = 5,0 (Abb. 3). Der Vergleich mit dem ebenfalls
dargestellten exakten Verlauf der Slaterfunktion Gl. (4.2) zeigt, daBl die das
Additionstheorem reprisentierende Reihe in beiden Fallen rasch gegen die exakten
Funktionswerte konvergiert. Weitere numerische Nachpriifungen ergaben, daf} der
hier dargestellte Fall reprisentativ ist fiir beliebige Werte von R und w.

Es féllt auf, daB die einzelnen Partialsummen nicht—wie die Funktion selbst-nur
von |r — R| abhingen, sondern erst im Grenziibergang L — oo dieses Verhalten
zeigen. Dieser Sachverhalt ist bei unendlichen Reihen nicht verwunderlich.

1 f(B:r.R,cos w)

Brcos w

Abb. 3. Partialsummen fo, f3, f4, . . ., f1s des Additionstheorems eines an SR = 5,0 zentrierten
Slater-s-Orbitals
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Besonders bemerkenswert ist deshalb die Tatsache, daB3 bei Transformation unter
Drehung-wie durch (I) gezeigt—jeder einzelne Term der unendlichen Reihe
dasselbe Verhalten zeigt wie die entwickelte Funktion. Daraus folgt: Der Operator
der Drehung ist mit den Summationszeichen der unendlichen Entwicklung ver-
tauschbar. Jede Approximation ist unabhéngig von der Orientierung des Koordina-
tensystems, in dem sie berechnet wird.

5. Reduktion von Mehrzentren- auf Einzentrum-Integrale

Bei den heute iiblichen LCAO-MO-SCF-Methoden zur ab initio-Berechnung von
Molekiilen stellt die Auswertung der auftretenden Mehrzentren-Molekiilintegrale
nach wie vor ein zentrales Problem dar, wenn man den Rechnungen keine GauBsche
Basis zugrunde legt. Fiir die Berechnung groBerer Molekiile oder bestimmter
Eigenschaften ist es aber gerade wiinschenswert, nicht-Gaullsche, etwa exponential-
artige, Basisfunktionen zu benutzen, nicht zuletzt wegen der immens groBen Zahl
der bei Verwendung einer Gauf3-Basis auftretenden Molekiilintegrale und wegen des
unphysikalischen Verhaltens einer GauB-Funktion in Kernnihe und in groBem
Abstand vom Kern. Die allgemeine Verwendung nicht-GauBscher Basisfunktionen
scheiterte bisher an den auftretenden Mehrzentren-Molekiilintegralen, die nicht
auswertbar waren oder zumindest nicht mit angemessenem Aufwand. Die Unter-
suchung der bei der Auswertung solcher Mehrzentren-Integrale auftretenden Schwie-
rigkeiten zeigt, dall das Problem schrittweise einer Losung nihergebracht werden
kann.

In Molekiilrechnungen (im Rahmen der LCAO-Theorie) benutzt man Orbitale und
Operatoren, die in verschiedenen Koordinatensystemen definiert sind. Da als
Atomorbitale zweckméiBigerweise solche Funktionen gewihlt werden, die die
Winkelabhingigkeit in Form von Kugelflichenfunktionen enthalten, ist es vorteil-
haft, Kugelkoordinaten zu verwenden. Das jeweilige Koordinatensystem, in dem
z.B. ein Orbital definiert ist, ist im zugehorigen Atomkern verankert. Man kann
daher von “atomaren Kugelkoordinatensystemen” sprechen; ein Begriff, der sich
selbst erklart.

Die Atomfunktionen sollen die folgende Form haben:

Xo(r) = g (Ir]) YEee(), (.1

wobei « fiir den Satz aller die Funktion charakterisierenden Quantenzahlen und
sonstigen Parameter steht. Uber die funktionale Form der Radialfunktionen wird
zunichst nichts vorausgesetzt. Soll x,(r) ein Slater-Orbital (STO) représentieren,
so steht « fiir

o = (Nas Laa Mon la), (52)
und es ist
gn(lr]) = Cy ¥t exp (—L,r) (5.3a)

mit der Normierungskonstante

Cy, = QL) PIRNH] 2. (5.3b)
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Eine Funktion y,(r — R,) hat in einem im Endpunkt A des Ortsvektors R,
verankerten Koordinatensystem dieselbe Gestalt wie die Funktion x,(r) in einem
im Ursprung O verankerten Koordinatensystem. Deshalb ist y,(r — R,) eine an 4
“zentrierte” Funktion, x,(r) ist eine an O “zentrierte” Funktion. Wir nehmen im
folgenden stets an, daB} alle atomaren Koordinatensysteme an den verschiedenen
Zentren in allen sich entsprechenden Achsen parallel sind, d.h. wir betrachten
“parallele atomare Kugelkoordinatensysteme”. Das Additionstheorem fiir ein
Orbital der Form Gl. (5.1) hat dann nach (I) folgendes Aussehen:

Xt — R) = 2 > (—12glske(r, R,)CrymeMe Yn(Q,) Y12(Q,). (5.4
Iily mymg
Bei der Berechnung der Matrixelemente ist jeweils iiber den gesamten Raum zu
integrieren. Dabei hat man die Freiheit, das zur Integration verwendete Koordina-
tensystem vollig willkiirlich zu wihlen, denn die Matrixelemente sind invariant
gegen beliebige Translationen des zur Integration verwendeten Koordinatensystems.
Das bedeutet:

f def(r) = f a'f — R), .5)

wobei R beliebig gewihlt werden kann. Die Schwierigkeit, die einer Auswertung
solcher Integrale iiber nicht-GauBsche Basisfunktionen entgegensteht, ist bekanntlich
dadurch bedingt, daB3 die Atomorbitale und Operatoren an verschiedenen Zentren
definiert sind, man aber im Raume eines jeden Elektrons in einem einheitlichen
Koordinatensystem integrieren muB. Eine Vereinfachung des Problems wird erreicht
durch Verminderung der Zahl der Zentren und/oder der Dimensionalitit des
Integrals.

Eine Verminderung der Zentrenzahl ist erreichbar durch sukzessive Anwendung des
Additionstheorems fiir die entsprechende Funktion (falls dieses verfiigbar ist),
d.h. durch Verschiebung der Atomorbitale bzw. Operatoren von einem Zentrum auf
ein anderes, Die Dimensionalitit der Molekiilintegrale 148t sich reduzieren durch
Beriicksichtigung der aus der Drehsymmetrie folgenden Struktur der Additions-
theoreme, wie sie in Abschnitt 3 diskutiert wurde. Wenn die Atomorbitale an
jedem Atomkern des Molekiils in parallelen atomaren Kugelkoordinatensystemen
definiert sind, konnen die Aussagen ilber die Additionstheoreme dazu benutzt
werden, die Winkelabhdngigkeiten der in Mehrzentrenintegralen auftretenden
“Ladungsdichten™ zu separieren, denn die Additionstheoreme Gln. (2.1-3) haben
die Gestalt von Reihenentwicklungen, bei denen die Winkelabhingigkeiten in Form
von Kugelflichenfunktionen von den Radialabhingigkeiten getrennt sind. Die
Integration iiber die Winkelvariablen kann dann ausgefithrt werden, wodurch das
Molekiilintegral auf Radialintegrale reduziert wird. Die Molekiilintegrale werden
daher dargestellt als Reihen, deren Terme nur noch Einzentrum(Radial-)Integrale
enthalten sowie Kugelflichenfunktionen, deren Argumente die Orientierungen der
Kernpositionsvektoren sind. Frithere Autoren, die ebenfalls versuchten, Additions-
theoreme zur Berechnung von Mehrzentren-Molekiilintegralen zu verwenden,
hatten keine expliziten Formeln zur Verfiigung und waren deshalb gezwungen,
einen wesentlich komplizierteren Formalismus zu verwenden [14].
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Die Mehrzentren-Molekiilintegrale sind die Matrixelemente der Wechselwirkungs-
energien, die in den Molekiilrechnungen auftreten. Sie werden im allgemeinen
in fiinf (unten als a—e bezeichnete) Haupttypen eingeteilt. Diese Klassifizierung
beriicksichtigt die physikalische Bedeutung des Operators, die Zahl der
Elektronen (1 oder 2) sowie die Anzahl der Zentren (2, 3 oder 4) der im Integranden
enthaltenen Funktionen, d.h. der Atomorbitale und des Operators. Dabei sind die
Einzentrum-Integrale, bei denen alle Funktionen bzw. Operatoren im Integranden
am selben Punkt zentriert sind, auBBer acht gelassen. Da diese Integrale in der Regel
fiir jeden Basissatz leicht berechenbar sind, werden sie in dieser Arbeit nicht
gesondert betrachtet. Im folgenden untersuchen wir, wie sich die Zwei- und Mehr-
zentren-Molekiilintegrale mit Hilfe der oben erhaltenen Resultate vereinfachen
lassen.

a) Uberlappintegral (2-Zentren-1-Elektron-Integral):

(Aa|BB) = f drx¥(r — R)xslr — Ry). .6)

Hier sind R, bzw. R, die Ortsvektoren, die die Position der beiden Kerne 4 und B
festlegen. Verwenden wir Gl. (5.5) und setzen R, — Rz = R, = R, so folgt, wenn
das Orbital x; mit Hilfe des Additionstheorems nach (I) bzw. (3.1) ausgedriickt und
die Winkelintegration ausgefiihrt wird,

La+Lg o
(Aa|BBY = > (—1)’[ f drrgy (Dgleir, R)} s = MM Y Ma=Ma( Q)
1=|Lg~Lgl 0

)

Wegen des Clebsch-Gordan-Koeffizienten und der Orthonormierungsrelation
folgt also eine endliche Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen?.

b) Kernanziehungsintegral mit gemischter Dichte (2-Zentren-1-Elektron-Integral):

(Ac|rs BB = f dr* (e s — Ryp). (5.8)

Fiir dieses Integral erhalten wir ein analoges Ergebnis wie unter (a), wenn wir das
Produkt r= yMe, (r) als “effektives Orbital” betrachten und das zugehorige
Additionstheorem verwenden. Offenbar ist {Ae«|rz*|BB8> und das obige Integral
4dquivalent, wie man durch Vertauschen von 4 und B sicht. Aquivalente Integrale

werden unten nicht mehr gesondert betrachtet.

¢) Kernanziehungsintegral mit Einzentrum-Dichte (2-Zentren-1-Elektron-Integral):

CAalri'|48) = [ drtOlr = Rual 0. (59)

! Falls im Additionstheorem fiir das Orbital die Radialfunktion g¥*(r, R) separierbar ist, so
daB g¥#(r, R) = f(r)-h(R) gilt, so 14Bt sich in Gl. (5.7) auch die Abhédngigkeit von R abseparieren.
Dies ist jedoch bei den iiblichen Orbitalen nicht der Fall. Zwar enthalten die Additionstheoreme
die Radialfunktion im allgemeinen in der obigen Form, aber genauer in der Form f(r<)-A(rs)
[3-5], so daB das Radialintegral an der Stelle R aufgetrennt werden mu8, weshalb eine echte
Separation der R-Abhingigkeit nicht moglich ist.
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Bei diesem Integral kann fiir den Operator die entsprechende Reihe eingesetzt
werden. Dies ist die bekannte Laplace-Entwicklung [3]. Es folgt:

La+Lg 471' ©
<AO€ A/g> = Z ZI—H' l:f drrzrlr;l—lgNa(r)gNB(r)}
0
(LMl My — My|Ly My Y73~ ¥5(Qp). (5.10)

1=|Lg—Lgl
Der Gaunt-Koeffizient {/;m;|lyms|lsms> ist in Anhang 2 durchG 1 (A2.6)
definiert.

1
tg

Alle 2-Zentren-1-Elektron-Integrale sind also von dieser Winkelstruktur, und zwar
unabhingig von der Wahl der Orbitalbasis. Sie sind grundsitzlich durch eine
endliche Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen darstellbar.

d) Kernanziehungsintegral (3-Zentren-1-Elektron-Integral):
(Ao|rz 1| CB) = f drt()|r — Ras| ™ xsr — Ryc). (5.11)

Zur Berechnung dieses Integrals kann fiir den Operator die Laplace-Entwicklung
und fiir das rechts stehende Orbital das entsprechende Additionstheorem benutzt
werden. Damit folgt unter Beriicksichtigung der Auswahlregeln, die die Clebsch-
Gordan-Koeflizienten liefern:

(Aelrs'|CBY =
zZo I=1Lg—=1 lg=1Lg—1y]

D (LML M, — My + mo|l, My — my)
mg

Lg+1 Lg+ly 4
T

+ 0 rﬁl
7+ 1 “ drr® e gn(Ng 5o (r, RAC)}
0 >

Qs mamabts Y Mt ma=H3(Q ) Y 7O, ). (5.12)
Hierbei gilt:
r2 = Min (r, R,p), r® = Max (r, R.p). (5.13)

Die Summationen iiber /; und /, laufen wegen des CGC in Zweierschritten. Das
Integral ist damit dargestelit durch eine unendliche Reihe, deren Koeffizienten
durch endliche Summen geliefert werden.

Wir betrachten jetzt Spezialfille von Gl. (5.11), die hdufig auftreten; zunichst
beschranken wir uns auf s-Orbitale. Dann ist

Ly=M,=L;,= M, =0.
Fiir s-Orbitale folgt wegen des CGC und des Gaunt-Koeffizienten
(Ao|rzY|CBY = > (—1)'(4m)H2(2l + 1)‘3/2U drrrZrs gy (Nglieo(r, RAC)]
=0 0

-2, YIH(Qr,,) Y7(Qr,0)- (5.14)
ma
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Verwenden wir jetzt das Additionstheorem fiir Legendre-Polynome und den
Kosinussatz, so folgt

el CB) = > (=t + D1 [ drtrrt g, g Rio)|

Ris + Ric — Ric
Pz[ Rk | (5.15)

Damit ist das Integral durch die Abstinde der drei Zentren dargestellt. Weitere
Vereinfachungen sind erst moglich, wenn das Radialintegral berechnet ist und es
sich zeigen sollte, daB die unendliche Reihe durch bekannte Funktionen darstellbar
ist.

Einen weiteren Spezialfall der GL. (5.11) erhélt man, wenn man die lineare Anord-
nung betrachtet, d.h. Qg,, = Qg,, = Qg. In diesem Fall haben in Gl. (5.10) die
Kugelflichenfunktionen gleiches Argument und kénnen ausreduziert werden. Die
verbleibende Summation iiber m, liefert einen Racah-Koeffizienten W [9]. Also
folgt, falls alle drei Zentren auf einer Geraden liegen,

{Aalrs 1| CB
Lgt+Lg o Lo+l Lp+lh
- Z { Z z [24 + D@L + 1)]1/2C?1(}Iolacg>2cg?
j=ILg=Lgl \1=0 I3=|Lg—=1] lg=ILg~11l

[f drri’ri_l—lgNa(r)gﬁ?:B(r: RAC)] W(Lw A Ly, I; l’j)}
o

- CMalMy = MM 5 Y My ~Ma( Q) ). (5.16)

LojLg

Wir konnen daher feststellen, daB ein 3-Zentren-Kernanziehungsintegral im Falle
der linearen Anordnung dieselbe Struktur beziiglich einer Reihenentwicklung nach
Kugelflichenfunktionen aufweist wie die 2-Zentren-1-Elektron-Integrale. Die
Reihe iiber die Kugelflichenfunktionen, die die Orientierung der Zentren
beschreiben, bricht ab.

e) 2-Elektronen-Integrale
Der allgemeinste Typ des 2-Elektronen-Integrals ist das 4-Zentren-Integral
(AaBBlri | CyD8y = [ dr, [ draxt(ei(es = Ru)

Jrs = ra] (1 — Rac)xs(ra — Rap). (5.17)

Mit Hilfe der entsprechenden Additionstheoreme konnen die drei Orbitale und der
Operator verschoben werden. Nach der Ausreduktion der Produkte der Kugel-
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flichenfunktionen konnen die Integrationen iiber die Winkel ausgefiihrt werden.
Es folgt:

{AaBB|rit|Cy D8y
= > > >3 @+ D@L+ D)L, + D]

iy iLm Iala isls
mymg mgmg MsMg

. (1000 1000 (ImamMe Y mymms (mymoM g (mamaMy (MsMeMs
ClalLaCllllscl;;lLa C11115 CzlzzL,, C1314Ly Clslng

o« 0
’ [J dplP%gN,,(Pl)gZ}z'iy(Pls Rye) f dpap3p'cpst™ lgﬁ‘szﬁ(Pza RAB)gg?;d(p27 RAD)]
0 0

S Y7(Qr,,) YA QR ) YT(QR,,)- (5.18)

Spezialfille des 4-Zentren-Integrals sind die folgenden: Fiir s-Orbitale erhalten
wir mit Hilfe der Auswahlregeln, die die CGC liefern

{AuBB|rit|CyDS)
= > > (=Ditate[Qs + DL + D] O,

lglale magmame

- [ [ anirten (o0 R0 | dpzpapzp;t—lg;;f;g<pz,RAB>g;ggg(p2,RAD>]
[¢] 0

-Cramame Yi2(Qp VYT Qg,) Y18(Qr, ) (5.19)

lplale

Hierbei bricht eine der Summen wegen des CGC ab, da z.B. |, — /] <
Iy < I, + I,; die beiden anderen Summen bleiben unendlich.

Andere Spezialfille kann man erhalten, wenn zwei oder mehr Zentren zusammen-
fallen, oder auch, wenn mehrere Richtungen {iibereinstimmen. Zum Beispiel
ergibt sich fiir den Fall R,¢||R4p:

{AaBB|ri|CyD3>
= @) S (CIRCHRLCL + 1

lalals

. [J dPlpnga(Pl)gﬁﬁ(Pl, RAC)f szP%PZ1 P> fem lgi\;llf(PZa RAB)glI!?g(Pzp -RAD)]
0 0

<Py, (cos w). (5.20)

Hierbei sind zwei der drei Summen unendlich (z.B. die Summen iiber /, und /),
wihrend die dritte Summe wegen der Auswahlregel |, — L] <L <L+,
endlich bleibt.

6. Diskussion

Fiir eine rdumliche Funktion f(r) existiert ein Additionstheorem, wenn es moglich
ist, die von der Differenz zweier Ortsvektoren r und R abhingige Funktion f(r — R)
auszudriicken durch neue Funktionen, die jeweils nur von » oder R abhingen. Das
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Additionstheorem wird dann durch eine Einzentrum-Entwicklung der Funktion f
um O repréisentiert, wenn R einen festen Abstand zweier Zentren O und A4 charak-
terisiert, so daB die an A zentrierte Funktion f ausgedriickt wird durch am Ur-
sprung O zentrierte Funktionen A(r).

In dieser Arbeit haben wir die analytische Struktur der Additionstheoreme rium-
licher Funktionen f(r) studiert, die sich wie irreduzible Tensoren transformieren. Es
geniigt, zunichst solche Funktionen

fr) = g()- Y7(6, 4) (6.1)

zu untersuchen, da sich rdumliche Funktionen in der Regel nach diesen entwickeln
lassen.

Das Additionstheorem der nach GI. (6.1) definierten Funktion f(r) wird zweckméiBig
als Reihenentwicklung nach Kugelfidichenfunktionen dargestellt, wie sie durch GI.
(2.3) gegeben ist. Wir haben gezeigt, daB eine solche Reihenentwicklung eine ganz
charakteristische Struktur besitzt. Die eine in Abschnitt 3 formulierte Eigenschaft
(D) sagt aus, daBl die Koeffizienten der Reihe die *magnetischen Quantenzahlen”
stets nur in Form eines Clebsch-Gordan-Koeffizienten enthalten. Das Auftreten
dieses Koeffizienten hat die weitere wichtige Konsequenz, dafl statt einer —eigentlich
zu erwartenden—doppelt unendlichen Reihe nur eine einfach unendliche Reihe
auftritt, wie sie durch Gln. (3.1,2) gegeben ist. Die Entwicklungskoeffizienten
dieser Reihe enthalten neben den Clebsch-Gordan-Koeffizienten noch eine Radial-
funktion, die nur von den Kernabstinden abhingt. Die andere, ebenfalls in
Abschnitt 3 untersuchte Eigenschaft (II) betrifft den Verlauf dieser Radialfunktion
fiir kleine Abstdnde vom Ursprung. Die Radialfunktion nach Gl. (3.4) verhilt sich
fiir kleines r, bzw. r, wie ein Atomorbital, d.h. wie die exakte Losung des Wasser-
stoffproblems. Dies erleichtert es zum Beispiel, Potenzreihenentwicklungen fiir
diese Radialfunktionen zu ermitteln.

Unter Verwendung dieser Resultate werden Reihenentwicklungen fiir die bei
LCAO-MO-Rechnungen auftretenden Mehrzentren-Molekiilintegrale abgeleitet,
die nur noch Radialintegrale enthalten. Als Operator wird dabei nur der Coulomb-
Operator 1/r betrachtet, da dies der in der Quantenchemie wesentliche Operator ist.
Matrixelemente anderer Operatoren sind in der Regel auf die hier betrach-
teten Matrixelemente zuriickfiihrbar. So lassen sich etwa die Matrixelemente des
Laplace-Operators, d.h. die Erwartungswerte der kinetischen FEnergie, bei
Verwendung der iblichen Basissitze auf eine Linearkombination von Uber-
lappintegralen reduzieren. Die Ausnutzung der allgemein Struktur (I) der Additions-
theoreme macht es moglich, und zwar unabhingig von der speziellen Form des
verwendeten Basissatzes, die Dimensionalitit der Molekiilintegrale zu reduzieren:
a) die 3-dimensionale Integration der I-Elektron-Integrale wird auf mehrere
eindimensionale Integrationen und b) die 6-dimensionale Integration der 2-
Elektronen-Integrale wird auf zweidimensionale Integrationen reduziert. Es
verbleiben nur Integrationen iiber die Radialvariablen, und nur diese hdngen von
der speziellen Wahl des Basissatzes der Form GI. (5.1) ab.
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Jedes Mehrzentren-Molekiilintegral 1iBt sich stets als Funktion der Kernpositions-
vektoren auffassen; es hdngt ab von der Richtung der Kernpositionsvektoren
(Winkelabhingigkeit) und von deren Linge bzw. vom Abstand der Zentren
(Radialabhingigkeit). Die hier gefundenen Darstellungen der Mehrzentrenintegrale
sind Entwicklungen nach dem vollstindigen Orthogonalsystem der Kugelffichen-
funktionen, die als Argumente die Winkelvariablen der Kernpositionsvektoren
enthalten. Wir haben gezeigt, daB3 diese Reihentwicklungen der Integrale —&hnlich
wie die der Additionstheoreme—eine ganz charakteristische Form der Winkel-
abhingigkeit haben miissen, die nur durch den Typ des Integrals, nicht aber durch
die Wahl des Basissatzes bestimmt wird, wenn die Basisfunktionen die Form GIL
(5.1) haben. Fiir jedes Mehrzentrenintegral wird durch diese Reihenentwicklung die
Winkelabhingigkeit von der Radialabhingigkeit separiert. Da sich die Kugel-
flichenfunktionen nach den irreduziblen Darstellungen der Kugeldrehgruppe
transformieren, bieten solche Reihenentwicklungen einen giinstigen Ausgangspunkt
zur Ausnutzung riumlicher Symmetrien bei der Berechnung quantenmechanischer
Matrixelemente [10].

Zur zahlenméBigen Auswertung der Molekiilintegrale sind Reihenentwicklungen der
angegebenen Form ebenfalls gut geeignet, denn die auftretenden Gréflen wie z.B.
Kugelflichenfunktionen, Clebsch-Gordan-Koeffizienten, Racah-Koeffizienten usw.
lassen sich mit Hilfe von Standardprogrammen leicht und schnell berechnen. Die
hier angegebenen Resultate sind allgemein giiltig, wurden aber insbesondere im
Hinblick auf eine Basis entwickelt, deren Radialfunktionen exponentialartiges
Verhalten zeigen, etwa Slaterfunktionen (Slater-Type-Orbitals, STO’s) oder
reduzierte Besselfunktionen (RBF’s) [11]. Fiir diese beiden Funktionsklassen ist uns
das Additionstheorem in einer Form bekannt, die es ermdglicht, die in Abschnitt 5
auftretenden Radialintegrale analytisch auszuwerten und in eine Form zu bringen,
die auch eine numerische Auswertung zuldfit [5, 12]. Die Konvergenzgeschwindig-
keit der Reihe, die ein Molekiilintegral reprisentiert, wird offensichtlich durch die
Schnelligkeit bestimmt, mit der die das Additionstheorem der Orbitale darstellende
Reihe konvergiert. In Abschnitt 4 haben wir an einem Beispiel gezeigt, dal} das
Additionstheorem fiir STO’s rasch konvergiert, so daB auch eine schnelle Kon-
vergenz der hier abgeleiteten Reihenentwicklungen fiir die Mehrzentrenintegrale zu
erwarten ist. Fiir einige Typen der in Abschnitt 5 diskutierten Molekiilintegrale
(ndmlich fiir Uberlapp-, Kernanziechungs- und Coulomb-Integrale) ist es uns
bereits gelungen, extrem kompakte Darstellungen abzuleiten, die die diskutierte
Winkelstruktur besitzen [13]. Die in der vorliegenden Arbeit nicht weiter unter-
suchten Radialintegrale konnten dabei in analytischer Form durch einfache
Linearkombinationen bzw. Reihenentwicklungen von reduzierten Besselfunktionen
dargestellt werden, deren rasche und genaue numerische Auswertung unproble-
matisch ist.

In der Literatur finden sich viele Versuche fritherer Autoren, Mehrzentrenintegrale
iiber Slaterfunktionen ebenfalls durch Reihenentwicklungen nach Kugelflichen-
funktionen darzustellen [14]. Die bisher erzielten Resultate lassen sich aber meist
nur als formale Losungen des Problems auffassen, denn die meisten der von
fritheren Autoren angegebenen Ausdriicke fiir die Mehrzentrenintegrale sind so
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kompliziert, daB} eine numerische Auswertung mit vertretbarem Aufwand kaum
mdglich erscheint. Der Grund dafiir ist darin zu sehen, daB die allgemeine Struktur
der Integrale, die in dieser Arbeit diskutiert wird, bei Verwendung anderer Methoden
nicht zu Tage tritt.

In fritheren Arbeiten gelang es verschiedenen Autoren [15], Zweizentren-Integrale
iiber STO’s unter Verwendung elliptischer Koordinaten analytisch zu berechnen;
eine Verallgemeinerung der dabei angewendeten Methoden auf den Mehrzentrenfall
erwies sich aber als sehr schwierig und war bisher nur in Einzelfillen moglich [16].
Selbst im Zweizentren-Fall sind die nach unserer Methode erzielten Resultate aber
sehr viel iibersichtlicher und leichter anwendbar als diejenigen, die unter Verwen-
dung elliptischer Koordinaten erzielt wurden. Die Darstellung von Mehrzentren-
Molekiilintegralen iiber exponentialartige Basisfunktionen durch Reihenent-
wicklungen nach Kugelflichenfunktionen, wie sie in dieser Arbeit diskutiert wird,
scheint daher die dem Problem am besten angepallte Form zu sein. Die effektive
Auswertung der in den Reihenentwicklungen auftretenden und noch nicht
behandelten Radialintegrale soll an anderer Stelle diskutiert werden.

Da die Struktur der Reihe, die ein Mehrzentrenintegral darstellt, nur vom Typ des
Integrals, nicht aber von der speziellen Form der benutzten Atomorbitale abhéngt,
sind die Ergebnisse fiir jeden Basissatz der Form Gl. (5.1), also auch fiir GauB-
funktionen giiltig. Fiir diese sind aber bekanntlich die Molekiilintegrale mit Hilfe
des Produkttheorems der GauBfunktionen [17] relativ leicht berechenbar, so daf3
die Verwendung des vergleichsweise komplizierten Additionstheorems nicht notig
ist. Fiir andere, etwa exponentialartige Atomfunktionen steht jedoch kein vergleich-
barer Konigsweg offen, so daB sich die Verwendung der hier diskutierten Eigen-
schaften der Additionstheoreme rdumlicher Funktionen anbietet. Wéhrend die
meisten der bisher in der Literatur verwendeten Auswertungsmethoden auf sehr
unterschiedliche und #duBerst komplizierte Endformeln fiir Molekiilintegrale
fithrten, hat die hier diskutierte Methode der systematischen Anwendung der
Additionstheoreme riumlicher Funktionen den Vorteil, daB alle Integraltypen in
gleicher Weise behandelt werden kdnnen, und daB die Ergebnisse einen gleichar-
tigen Charakter besitzen.

Anhang 1: Mehrzentren-Entwicklungen

Eine Verallgemeinerung von Gl. (3.3) auf den Fall, da3 die Funktion fals Argument
die Summe von mehr als zwei Vektoren enthélt, ist mdglich. Man erhilt dann im
Falle von drei Vektoren eine sogenannte Bipolarentwicklung der Form [21, 22]:

Sy + 1o+ r3)

= > > frmmema(ry, ra, rg) YIHQ,) YEA(Q,) YEA(Q,) (AL1D)

lilgla mymgmg

Solche Reihen sind zur Behandlung der Wechselwirkung zwischen Molekiilen [18],
fiir thermodynamische Fragen [19] sowie zur Berechnung von Mehrteilchen-
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matrixelementen von Vorteil [20]. Die Verallgemeinerung auf n Vektoren ergibt die
Polypolarentwicklungen [21, 22]

flry +rat -+ 1)
= > > ey, vy, ) YIQ) YTHQ)- - YIN(Q)

ljlg-:lp myimgr-mp

(A1.2)
Anhang 2: Beweis von (I) mittels Fouriertransformation
Es gilt [23]:
Sl + ry)
= 4Qm12 3 S it YI(Q,) YD) f dief (R)ji, er )i (ler ) YTE(Q) YTE(C4)
e (A2.1)

Falls nun f die folgende Gestalt hat

Sy + r3) = g(lrs + r) Y2(Qh,41), (A2.2)
so ist die Fouriertransformierte

flk) = (277)‘3’2f drg(r) YH(Q,) e tr, (A2.3)

Mit Hilfe der Rayleigh-Entwicklung der ebenen Welle [24] folgt

fk) = 2m)~¥ 247riL[J drijL(kr)g(r)] Y¥(OR) - (— D= (A2.9)

Einsetzen von GI. (A2.4) in Gl. (A2.1) ergibt

8l + ) YE(Q ) = 8 v LMLl | drrg(r)
0

hilg

[k i Ger )7 rs) V(@) V().
0
(A2.5)
Hierbei ist der Gaunt-Koeffizient gegeben durch

LMl |z = j dQYI™(Q) YTH(Q) YT(Q)

= [(2L; + DRL + DIY?[AxQ2L + 1)]-Y2C5.CmmeM, (A2.6)

1315L

Damit folgt Gl. (4.1), wenn wir setzen

8hu(r, re) = 4m 722, + D2L + D/QL + 1)]1’2i"+’2‘LC?ﬁfo drr?g(r)
0

| " e (e Cer s (r). (A2.7)

0
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